ORD’ ciia s6 nguyén theo modulo n
Bai todn mé dau.
Trudce hét, ta xét vi du sau :
Tim g € Z*,a>1 sao cho khong ton tai »n 1& 16n hon 1 ma (a" +1)n.
Chirng minh.

Dé y rang, n 18 nén (a" +1)'(a+1), nén néu a+1 c6 udc nguyén to p 1é thi

(a” +1)' p (khong théa man dé bai).

Do d6 ta chi xét nhirng s6 a + 1 khong c6 wdc nguyén td p 1é hay a =2F —1.
Ta ching minh, moi s6 c6 dang a = 2" —1 thi thoa diéu kién dé bai.

Gia st nguoc lai, ton tai »# 1& 16n hon 1 sao cho (a" +1)in.

Do d6 a" =—1(mod p) = a* =1(mod p) (*)

Goi p 1a udc nguyén t6 1¢ nho nhét ciia n = ¢”~' =1(mod p) (theo dinh 1y nho
Fermat).

bat h=ord,(a)=h|2n,h| p—1nén h=1Vh=2.(**)

Néu h=1 thi a =1(mod p) = a" +1= 2(mod p), méu thuan.

Néu /=2 thi ¢* =1(mod p) = a = —I(mod p) = 2° = 0(mod p) , mau thuan.
Vay bai todn dugc chiing minh.

Nhdn xét.

Pay la mét loi gidi rit quen thude, hau nhuw da tro thanh mét mé hinh trong nhitng
bai todn s6 hoc sir dung bdc dé giai quyét. Tuy nhién ldp lugn & (*) ddt ra cdu hoi :
tai sao lai phdi binh phwong (1) @é dwa vé cdp réi xir li, sau dé lai phai loai truong

hop & (**). Chiing ta cé thé gidi truc tiép khi ma a" =—1(mod p) khéng ?

Tai sao ching ta khong thir diea ra ki hiéu ord’ dé hé thong nhitng bai todn nhu trén
thanh mét 1oi gidi ngdn gon, gian don, hiéu qua hon.

Ta xay dung dinh nghia sau:
Dinh nghia.

Cho hai s6 ty nhién a,p v&i (a,p)=1,p>1. Ton tai s6 n sao cho a" = —1(mod p).



ord, (a) __

Ta ki hiéu ord! (a) 1a s6 nho nhat théa man : 2 = —1(mod p).

Tinh chit ciia ord’ mod p.
Véimoi (a, p)=1,p>1 third rang ludn ton tai ord ,(a) tuy nhi€n khong phai lac nao

cling ton tai ord! (a). Ta s di tim diéu kién dé ton tai ord’ (a).

D& thdy, néu ton tai mot s6 ty nhién n>1 thoa diéu kién : " = —1(mod p) (*) thi hién
nhién, ord) (a) ton tai. Tuy vay, ¥ tudng ord | (a) ra doi chinh tir ord (a), cho nén ta

~ogon N ged s A . /
s€ trinh bay diéu kién ton tai ord ,(a) theo ord (a).
Trudc hét, ta chimg minh tinh chat dep sau :
Tinh chit 1.

Cho n 1 s6 nguyén t6 va a,n€Z*,n>1,(a,n)=1. Néu ton tai ord/(a)="r" thi
ord (a)=2h'".

Chirng minh.
Gia sir 2h" khong phai ord, (a) (*). Pat d = ord ,(a).
Goi p 1a udc nguyén t6 nho nhét cta n .
Tacod: a" =—1(mod p) = a*" =1(mod p).
Hay 2h4':d nhung dé y rang, d 1énén A#':d . Taco
a".a’ =" =—1(mod p) = a"~ = —1(mod p) (v6 ).
Vay ord, (a) =2h" =20rd/ (a).
Ta dua dén diéu kién sau :
Tinh chit 2.
Véi a,ne€ Z",n>1.(a,n)=1. Néu ord (a)=0(mod2)=Jord" (a).
Chirng minh.
bit 4’ :% = ¢" = —1(mod n). Mit khac A’ cling chinh 1a ord’(a) vi : néu A’
khong phai, ton tai ord (a)=d =h'.

Theo tinh chét 1 thi 2d = ord (a) (v li).



Do d6, h’' = ord!(a).
Tinh chit 3.

Néu nhu ord, (a) c6 tinh chat : néu ton tai m thoéa : a” = 1(mod p) thi m:ord (a)
haym =k-ord, (a),k € Z* . Ta dat ra cAu hoi : tinh chat nay c6 con dung véi ord!(a)
hay khong ?

Va ciu tra 1oi 1a c6: dac biétla k=2r+1,t€Z".

Chirng minh tinh chat nay rat don gian, tu tuong chinh 1a biéu dién m = pg+r va
thay vao dong du thuc, ta dua dén dpem.

Tinh chit 4.

Mot cau hoi mo rong nita kha thi vi cho ord,; (a) @6 1a: liéu c6 xét dugc tinh chin 1@

cua ord/(a) dya vao a,n hay khong ?

Trudc mit, ta co mot két qua kha dep, d6 14 : Néu n 1a mot s6 nguyén dwong c6 dang
4k +3,k € Z* thinéu ton tai ord’(a) thi ord’(a) Ié.

Chirng minh.

Hoan toan dya trén bai toan quen thudc da tim hiéu : x> +1 khong c6 uwdc nguyén to
dang 4k+3.

Thém mot ménh dé nita kha tha vi, c6 ing dung & mot mirc 6 ndo d6, ma phat biéu
hoan toan khong lién quan dén ord !(a) , tuy nhién lai 1a hé¢ qua tir tinh chit cuia

ord!(a). Do la:
Tinh chit 5.

o
Véi (a,n)=1,n>1: a" =—1(modn) thi a' ?

nguyén to cla n.

= —1(mod p) v6i p la mot udc

Chirng minh.

x -z —1).
Dit h'=ord’(a). DE thay A’ |n va 2h'| p—1 nén [n;p2 ]:h’.

Theo tinh chit Iya chon p thi suy ra dpem.
Duai day ta s€ cung xem xét mot vi du minh hoa:

Bai toan.



Tim p,q nguyén t thoa man ¢ +1|2003” +1 va p* +1]20037 +1.
Loi gidi.

Khong mit tinh tong quat, ta xét 2 trudng hop :

i) Néu p=2.

Tacod 5/20037 +1 nén 2003 = —1(mod5).

Hon nita 20037 = (—2)?(mod5) nén g =2 dung.

q-1 q-1

Véi ¢ >2 thi 20037 =(—2)? =(=2).4 2 =(=2).(—1) 2 (mod5) , ta dugc
20037 = —1(mod?5).

Do d6, (p,q) =(2,2) la mot nghiém can tim.

i) Néu g>p>2.

Xét r 1a woc sb nguyén td 1¢ nho nhit cia p® +1(¥).

Vi p® +1/2003Y +1 nén r|20037 +1. Dat 4’ = ord’(2003).

Ta co 20037 = —1(modr)néu h’|q .

Mit khac thi 7’ (q;%l) nén A’ < FT_I <r<

Jr’ +1}<q két hop q nguyén t6 nén
h=1.

Thay vao, ta dugc 2004 = 0(mod r). Ma 2004 =2*-3-167 nén suyra r =3 hoic
r=167.DéY, (*) tuong duong r khong c6 dang 4k +3 nén méu thuin.

Néu » =2 thi dé thdy khong thoa.

Vay bo nghiém duy nhit can tim 1a (p,q) = (2,2).
Bai tap tu gidi.

1. Tim n nguyén duwong théa man : 2" +1in+1.
2. Tim n nguyén duwong théa man: 2" +1:n”.

3. Tim s6 n nguyén duong théa man: 2" +2'n.

4. Tim b6 cac s6 (p,q) nguyén tb thoa man 27 +27: pq .



5.Goi F, la s6 Fermat thtr n va p 1a u6c nguyén to cia F . Chirng minh rang
p=—1(mod2""?).
6. Tim bd ba cac sb nguyén duong (p,q,7) thoaman r|p’ +1,p|q" +1,q|r" +1.
7. Tim b ba cac s6 (a,b,c) d6i mot nguyén t6 cing nhau thoa didu kién
2°+1ib, 2" +1ic, 2°+1ia.
Mé rong van deé.

e Ngoai hai diéu kién vé sy ton tai ciia ord’ véi (a, p) =1, p >1 xac dinh dd néu
& trén, liéu c6 mot diéu kién nao do rd rang hon, chi ra ton tai ord’ dua vao
cap (a, p) cho trudce hay khong ?

e Khi da x4c dinh dugc sy ton tai cia ord’, tir tinh chét 4 dua dén mot cau hoi:
c6 thé khao sat tinh chin 1é ciia ord’ hay khong néu p 1a sé nguyén duong
khong c6 dang 4k +37?

e Mot y tudng thu vi hon: Néu di c6 thé tim hiéu vé ord va ord’ tuong tmg voi
dong du 1,—1 theo mot modulo nao d6, vay khi dong du v6i sé x bat ki s&
nhu thé nao ? C6 ton tai mot dang tuong tu ord, ord’ hay khong? Va tinh chét
c6 tht vi hon khong?



